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Predmluva

Vazeni uchazeci o studium,

vvvvvv

rocnicich studia je matematika. Tento pfedmét déla mnohym studentim potize. Kamenem
urazu je predevSim prvni semestr, ktery mnozi studenti nezvladnou. Pfi¢inou nezdaru vsak
nebyva obtiznost vysokoSkolské matematiky, ale hrubé nedostatky v matematice
sttedoskolské.

K Gspésnému absolvovani FSI VUT jsou nutné znalosti vybranych partii stfedoSkolské
matematiky v rozsahu, ktery je uveden v tomto textu. Jsme si védomi toho, Ze na nasi fakultu
se hlasi absolventi riznych typt Skol, ktefi studovali matematiku v rizném rozsahu a mnohé
pozadované znalosti nemaji. NaSe Skola i t€émto uchaze¢iim davad moznost studium zahdjit
a ptipadné nedostatky ve stfedoSkolské matematice postupné odstranit. Pfijimaci zkousky
z matematiky jsou totiz nastaveny tak, ze Ize uspét i s urCitymi mezerami a se znalostmi
podstatn¢é povrchnéjsimi, nez které jsou ke studiu skute¢né potieba (ukazku ptijimaciho testu
nejdete v zavéru tohoto textu).

Student, ktery se pfi zahdjeni studia spoléhd jen na sviij uspéch u pfijimacich zkousek, se
ovSem vystavuje znaénému riziku. Mezery ve stfedoSkolské latce jsou vétSinou odhaleny
velmi brzy. Vysokoskolské studium je naro¢né na cas, doplnovani stiedoskolské latky béhem
semestru byva ¢asto obtizné, a proto mnoho studentli konci se studiem hned u prvni zkousky
z matematiky.

Tento text mize poslouzit nejen t€m, kteti se k piijimacim zkouSkam pfipravuji, ale i tém,
ktefi jiz zkouSky uspéSné zvladli, ale obavaji se podobnych netspéchi pii ptechodu na

vysokou Skolu. Prostudovani tohoto textu a propocitani feSenych i netfeSenych piiklada
podstatné snizi riziko podobnych potizi.

Pfejeme Vam hodné tGspéchii ve studiu.

Autori

Text je soucasti feSeni vyzkumného zaméru

CEZ: J22/98231100009 ,,Netradi¢ni metody studia komplexnich a neurcitych systémuii.
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1 Zaklady matematické logiky a teorie mnoZzin

Neni jisté, zda zil Homér. Bezpecné€ vime
jen to, Ze byl slepy....

(ze Skolnich lavic)

1.1 Vyroky a operace s nimi

Vyjadfovaci prostfedky matematiky, snimiz se setkdvame v ucebnicich a dalSich
matematickych textech, se skladaji z bézného spisovného jazyka a z jazyka specidlniho. Do
tohoto specidlniho jazyka je tfeba zahrnout matematickou terminologii a symboliku a dale
grafy, schémata, diagramy a tabulky.

Symboly (znaky) umoZiluji matematice stru¢né vyjadfovani. Uvazovanym objektim
pritadime ndzev (jméno) a symbol, ktery bude dany objekt zastupovat: ¢tyii (4), Ludolfovo
¢islo (m), funkce ( f) apod.

Konstanty — jsou objekty, které mohou nabyvat jediné hodnoty. Oznacujeme je bud’ piimo
touto hodnotou (¢islem) nebo pismenem zpravidla z pocatku abecedy (a,b,c,...), popf.

specidlnimi symboly (7) .

Proménné — jsou objekty, které mohou nabyvat vice hodnot. OznaCujeme je zpravidla
pismeny z konce abecedy (...,x, y,z).

Vyrok — je sdéleni (jazykovy vyraz), o kterém ma smysl rozhodovat, zda se jednd o sdéleni
pravdivé ¢i nepravdivé, pfiCemz muze nastat praveé jedna z téchto dvou moznosti. Gramaticky
ma vyrok vzdy formu oznamovaci véty.

Véta ,,hlopticky v rovnobézniku se ptli je vyrok, a to vyrok pravdivy.

Véta ,.kazdé¢ prvocislo je liché™ je vyrok, a to vyrok nepravdivy.

Véta ,existuji mimozemské civilizace* je vyrok. M4 smysl se ptat, zda je to pravda nebo ne, o
pravdivosti ¢i nepravdivosti vSak prozatim nedovedeme rozhodnout. Takové vyroky se
nazyvaji hypotézy.

Véta ,,Kolik je hodin?* neni vyrok (nemé smysl se ptat zda je véta pravdiva ¢i nikoli).

Operace s vyroky: Z danych vyroki 1ze tvotit vyroky nové pomoci nasledujicich operaci:

Nazev operace Vyznam Oznaceni Kdy je vyvrok pravdivy?
Negace p p neplati —p Je-li p pravdivy, je —p nepravdivy,
je-li p nepravdivy, je —p pravdivy.
Konjunkce p,g p agq pAgq Obavyroky p,g musi byt pravdivé.
Disjunkce p,q  p nebo g pvq Alespon jeden z vyrokl p,q musi byt pravdivy.

Implikace p,q Jestlize p,pak ¢ p = q Jsou-li oba vyroky pravdivé, nebo p nepravdivy.

vvvvvv

1. Priklad: Uvazujme dva vyroky: Vyrok p :,,odpoledne budu doma®, vyrok ¢ : ,.Budu se
divat na televizi“. Tyto vyroky spojme spojkou ,,a“: p Aq:,,odpoledne budu doma a budu se
divat na televizi“. Pravdivost tohoto vyroku bude zaviset na pravdivosti nebo nepravdivosti
vychozich vyrokli p;q. Musime uvazovat Ctyfi rizné situace tak, jak je zachycuji prvni dva
sloupce nasledujici tabulky (jedni¢ka znamena: vyrok je pravdivy, nula: vyrok je nepravdivy).
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P4 |prg|pva|p=>4q |—(prg)|—P |4 ]| (=p)V(=q) [(—p)Vvq|(=g)=(—p)
1l1] 1 1 0 0] o0 0 1 1
10| 0 1 0 1 0|1 1 0 0
01| 0 1 1] 1 1|0 1 1 1
0olo] o 0 1 1 1|1 1 1 1
1{2] 3 4 5 6 7|8 9 10 11

Prvni fadek tedy znamend, Ze skutecné sedim doma ( p je pravdivy) a opravdu se divam na
televizi (g je rovnéz pravdivy). Druhy fadek — jsem doma ( p je pravdivy), ale na televizi se
nedivdm (¢ je nepravdivy). Tieti — nejsem doma, divam se na televizi (napf. u spoluzaka) a
konecné ¢tvrty — nejsem doma, nedivam se na televizi (napt. venku hraji fotbal).

Vyrok pAagq: ,odpoledne budu doma a budu se divat na televizi“ bude pravdivy pouze
v prvnim piipadé (viz sloupec 3). Spojku nebo jsme bézn¢ zvykli pouzivat spise ve
vylu¢ovacim smyslu (bud’ - anebo) — v tom ptipad¢ by musela byt v prvnim fadku ¢tvrtého
sloupce nula. V matematice je tfeba tuto spojku chapat ve smyslu ,,nevylu¢ovacim* — vyrok
pV q je nepravdivy jeding tehdy, jsou-li nepravdivé oba vychozi vyroky (viz sloupec 4).

Pravdivostni hodnota implikace d€la studenttim nejvétsi potize. Treti fadek patého sloupce se
Casto interpretuje jako ,,z nepravdy plyne pravda“ a zda se zcela nepochopitelné, ze by toto
jako celek mohl byt pravdivy vyrok. Vratme se vSak k nasemu ptikladu. Vyrok p = ¢ pak

zni: ,Jestlize budu doma, pak se budu divat na televizi“ a je tieba vychazet z ,presumce
neviny“: Rikam, co budu délat v piipadé, Ze budu doma. O tom, co budu délat, kdyz doma
nebudu, nefikam vibec nic. Mimo domov si mohu d¢lat, co chci a nemohu lhat — musim mit
tudiz pravdu — viz tfeti a ¢tvrty fadek patého sloupce. Pti podrobnéjSim studiu matematické
logiky bychom se skutecné ptesvédcili, Ze z nepravdivého piedpokladu 1ze matematickymi
prostiedky odvodit naprosto cokoli — nepravdu i pravdu.

Nas priklad ma pouze ilustracni charakter. Matematikiim je samoziejmé zcela jedno, kdo se
kde a s kym diva na televizi. Tento aparat se pouziva pii dokazovani matematickych tvrzeni.
VétSina z téchto tvrzeni (matematickych vét) ma podobu implikace, napt. ,,Jestlize je Cislo
délitelné Sesti, pak je délitelné dvéma®. Nekdy je vyhodnéjsi nedokazovat vyrok p = ¢, ale
napt. vyrok (—q)= (—p) (,Jestlize ¢islo neni d¢litelné dvéma pak neni dé€litelné Sesti),
ktery ,,tvrdi totéz* — je ekvivalentni, jak je zfejmé z patého a jedenactého sloupce nasi
tabulky. Ekvivalentni je dokonce i vyrok (—¢)v p (,,Cislo neni délitelné dvéma nebo je
délitelné Sesti), coz uz na prvni pohled viibec neni ziejmé (viz sloupec 10).

Vyrokové formy — jsou vyrazy, které¢ obsahuji jednu nebo vice proménnych a které se po
dosazeni hodnot za proménnou stanou vyroky. Napiiklad vyraz x* =1 je vyrokovou formou,
ktera se po dosazeni +1 nebo —1 za proménnou x zméni v pravdivy vyrok. Dosazenim
libovolné jiné hodnoty se stane vyrokem nepravdivym.

Kvantifikované vyroky: dosazeni konstant za proménné neni jediny zpisob, jak z vyrokové
formy vytvofit vyrok. Druhou moznosti je doplnéni udaje o poctu hodnot, pro které dana
vyrokova forma plati. Napi. véta ,.existuji ti1 ¢isla x, pro kterd plati x<5” je vyrok, a to
vyrok pravdivy. Cisla, pro ktera tato nerovnost plati, jsou napf. 2,3,4 a neni to samoziejmé
jedind moznost. Véta ,,Existuji dveé riznd Cisla x, pro ktera plati |x <0 je vyrok nepravdivy,
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nebot’ tato nerovnost plati jediné pro nulu. Takové vyroky se nazyvaji kvantifikované. Zcela
zasadni vyznam maji v matematice tii typy kvantifikovanych vyroki:

Nazev vyroku Vyznam Zapis Priklad
obecny Pro kazdé x plati, .... Vx: |vyr0kovd forma| Vx:x’ >0
existencni Existuje alespoii

jedno x, pro které plati.... Fx: |vyr0k0vd forma| Jx:x* <1
o0 existenci Existuje prave jedno x, Alx: |vyrokovd forma| x:x* <0
a jednoznacnosti pro které plati....

Tvoreni negaci: Negace tvrdi opak. Negaci kazdého vyroku mulzeme vytvofit zcela
mechanicky pouzitim obratu ,,neni pravda, Ze...“ a zopakovat pivodni vyrok. Napf. negaci
vyroku ,,¢islo dvé je liché* je vyrok ,neni pravda, Ze Cislo dvé je liché*“. Takto utvoiené
negace jsou vsak znacné tézkopadné a negace se vétSinou tvori jinymi prostiedky v zavislosti
na charakteru tvrzeni (v tomto pfipad¢ je negaci vyrok ,,Cislo dvé je sudé®).

Negace obecného a existenéniho vyroku: Uvazujme vyrok Vx:x* >0, tj. vyrok ,,pro kazdé
x plati, ze jeho druhd mocnina je vétsi nebo rovna nule (stru¢néji ,,druhd mocnina kazdého
Cisla je nezédporna*). Negaci tohoto vyroku je vyrok ,,Existuje alespon jedno x, jehoz druha

413

mocnina je zaporna“. Negaci obecného vyroku Vx:x*>0 je tedy existenéni vyrok
Jx:x*<0. Tedy —|(Vx Xt > O) je totéz, jako Jx: —|(x2 > O) neboli Ix: x> < 0. Podobné

negaci existencniho vyroku je vyrok obecny, napf.: —|(3x:|x|<0) je totéz, jako

Vx:—|(|x|<0),tedy ‘v’x:|x|20.

Plati tedy:

Negaci kvantifikovaného vyroku utvorime zaménou kvantifikiatoru a negaci vyrokové
formy.

1.2 MnoZiny a operace s nimi

MnozZina je matematickym oznacenim pro skupinu, souhrn ¢i soubor objektll, pficemz tento
souhrn ¢i soubor v dané situaci chdpeme jako celek. Mnozinu pokladdme za urcenou, je-li
mozno o libovolném objektu jednoznacné rozhodnout, zda do této mnoZiny patii, ¢i nikoliv.
Patfi-li objekt (prvek) a do mnoziny A4, piSeme a € 4, jestlize prvek b nepatii do mnoziny
A, piSeme be A. K oznaceni mnoZin se obecné pouZzivaji velkd pismena, jejich prvky se
oznacuji malymi pismeny. Velmi casto se vSak dodrzuje znaceni obvyklé v jednotlivych
matematickych disciplinach, které se od tohoto obecného pravidla 1i§i. Napf. v geometrii
znaCime body velkymi pismeny a mnoziny bodi (napf. pfimky, kiivky apod.). pismeny
malymi nebo i jinak. Zapis P e p zifejm¢ znamend ,.bod P lezi na pfimce p“, zéapis
T € AABC pak ,bod T je bodem trojuihelnika ABC *“. Pojem ,,mnozina“ nemusi také zcela
odpovidat tomu, co si bézné ptedstavujeme pod pojmem ,,souhrn® ¢i ,,soubor* — totiz skupiny
skladajici se z ,,velkého poctu® objektd. V matematice Casto pracujeme na jedné strané s
mnozinami nekoneénymi, na stran¢ druhé s mnoZzinami, které obsahuji ,,velmi malo prvka* —
tteba jen jeden nebo dokonce zadny. Mnozina, kterd neobsahuje zadny prvek se nazyva
prazdna mnozina.

Urcéeni mnoZziny: mnozinu lze urcit (zadat) v podstaté dvojim zptisobem:
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a) vyétem prvki, tj. vypisem vSech prvki, které do dané mnoziny patii, napf.

A=1{1;2;3;4}
(takovy zapis je ovS§em mozny pouze pro mnoziny s ,,malym poctem* prvki).
V nékterych ptipadech je mozno Gplny vycet prvka pouze ,,naznacit®, napt. mnozina

B ={0;1;2;3;...;100}
je zfejmé mnozinou v§ech piirozenych ¢isel od nuly do sta. Kazdy prvek mnoziny uvadime
vétSinou jen jednou, na potadi prvkl nezalezi. Zapisy {1;1;2}; {;2}; {2;1} urCuji tutéz
mnozinu. Prazdnou mnozinu zna¢ime {} nebo Castéji &.

b) charakteristickou vlastnosti, tj. vlastnosti, kterou se vyznacuji vSechny prvky dané
mnoziny a zadné jiné. Zjistovani uvazované vlastnosti se provadi v tzv. zdkladni (univerzalni)
mnoziné 2, tj. v mnozing, ktera obsahuje vSechny prvky, které v dané situaci ptichazeji v
Gvahu. Napi: k={4€Q | d(S,4)=r} je mnoZina viech takovych prvkd A jisté univerzalni
mnoziny €, které maji od dané¢ho prvku S vzdalenost r. Je ziejmé, ze 4,S jsou body. Lze

tedy predpokladat, ze univerzalni mnozinou €2 je mnozina vSech bodi v roviné (pak se jedna
o rovinny Utvar — kruznici se sttedem v bodé¢ S a polomérem r) Pracujeme-li v prostoru
(univerzalni mnozinou je mnozina vSech bodl v prostoru), je mnozinou k£ popsana kulova
plocha.

Mnozinové vztahy a operace ( 4; B znaci libovolné mnoziny):

Nazev Z.apis Svymbolicka definice Slovni popis

Inkluze AcB & (VxeQ:xed=xeB) A jepodmnozinou B prave tehdy, kdyz
kazdy prvek mnoziny A je zaroven
prvkem mnoziny B .

Rovnost A=B & AcCBABc A Mnoziny A, B jsou si navzajem rovny
(VxeQ:xe A< xe B) prave tehdy, kdyz obsahuji tytéz prvky
Ostra AcB < AcCBAA#B A je vlastni podmnozinou B prave tehdy,
inkluze kdyz A je podmnozinou B a neni této
mnoziné rovna.
Sjednoceni AUB = {xeQ|xedvxe B} Sjednoceni mnozin A, B je mnozina

vSech prvka, které patti alesponl do jedné
zmnozin A4, B.
Prinik A4nB = {xeQ|xedarxeB}  PrinikmnoZin 4, B je mnoZina viech
prvkd, které patii do obou mnozin 4, B.
Rozdil A-B = {xeQ|xeAdrxg¢B} Rozdilmnozin 4, B je mnozina viech
prvki, které patii do 4 a nepatiido B.

Rozdil 4- B se nékdy nazyva doplnék mnoZiny B v mnoziné A4 aznalise B, . Rozdil

Q- B se nazyvéa doplnék mnoZiny B a misto B,, se zna¢i obvykle jen B'.

1. Priklady: Necht A={xeQ|x*=4}; B={-224;6}; C={xeZ ||x]<3} (Z zde
zna¢i mnozinu vSech celych ¢isel — viz dale); D={—2;2}. Potomje AcB; AcC; DcC,;
Ac DADc A,tj. A=D. Dale je napft.

BuC={—2;—1;O;l;2;4;6} a BmC={—2;2} =D.
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K nazorné piredstavé o mnozinach a vztazich mezi nimi se pouzivaji tzv. mnoZinové
(Vennovy) diagramy. Zakladni mnozina se zndzortiuje jako obdélnik, ostatni mnoziny jako
kruhy, ovaly ¢i podobné utvary uvnitf tohoto obdélnika. Pokud mnozZiny nezakreslime do

O obdélnika, predpoklada se, ze zakladni mnozinou je celd rovina
A (nékresna). Jednotlivé prvky mnozin znazoritujeme jako body uvnitt
a+t . .
ptislusnych oblasti. Na prvnim obrazku méme popsan prinik mnozin
A-B A, B, bilou barvou oznaceno sjednoceni téchto mnozin — AU B,
B_A Sedou pak dopln¢k tohoto sjednoceni, tj. mnoZinu (4uUB)'. O
B zakresleném prvku a lze zapsat: ae€Ad; a¢B; a¢g ANB;
ac AUB; aeA-B. Jestlize chceme diagramem zachytit dvé
O libovolné mnoziny, musime je zakreslit Q
b tak, aby ,,bylo misto* pro mnoziny 4N B, A
A A-B 1 B- A4, tj. tak, jak ukazuje prvni
obrazek. Na druhém obrazku vlevo je &
zachycena situace Ac B — nelze zde
zakreslit prvek a z prvniho obrazku (neni
A B Zde,misto pro mr}oiinq A—'B ). Na tfefim Ac B B
obrazku vlevo mame situaci, kdy mnoziny
Q| A4,B jsou disjunktni, tj. ANB=C .Na A O
4 tomto diagramu ,,neni misto* pro prinik
B mnozin A,B. Takové  diagramy
pouzivame vyjimecné. Situaci, kterou
zachycuji, znazoriiujeme rad¢ji rovnéz
»obecnymi diagramy* tak, jak ukazuji
ANB=C obrazky vpravo. ANB=0

Uziti Vennovych diagramu ke studiu vlastnosti mnoZinovych operaci: Pomoci
Vennovych diagramii ukazme, ze pro kazdé¢ dvé mnoziny A4,B plati: (AUB)'=A'NB';
e (AN B)'=A'UB' (tzv. de Morgano-

- (4UB) H g AN B vy formule).
A4 Na

diagramu vlevo je svisle
7 vySrafovana mnoZina A, vodorovné
mnozina B. Mnozina AU B je tedy

L

LA
—h
]

LA
1 et L]

e alespoin jedno S$rafovani, mnozina

14 (AU B)' pak neSrafovanou oblasti

(AU B)' _ A'~B' (vyplnéna Sedou barvou). Na diagra-
mu vpravo je svisle vySrafovana

; + ;4 mnozina A', vodorovné¢ B'. Prinik
nmns (ANB) HHH = AUB { techto dvou mnozin — A'n B’ je tedy
A Srafovan dvojit€¢ a opét vybarven
7 Sedé. Na obou diagramech je Sed¢
vybarvena stejna oblast. Na dalsi
dvojici  diagrami  je  stejnym

1/

| L+
s
]

fi \‘
1
] r W 14 r r
; ] \ znazornéna oblasti, kde se nachazi
L r hY 1 Z

,
g B
|

T 111

S 4 A iHH  zptsobem ilustrovana druha formule.
%B TIT iy Situaci  jiz  ponechavdme bez
- - komentare.
(AN B)' = A'UB'
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Sjednoceni a prinik mnozin mizeme aplikovat na vice mnozin.

2. Priklad: Mé&me mnoZiny 4, ={0;1;2;3;4}; 4, ={0;2;4;6;8}; 4, ={0;3;6;9;12} . Potom

ANA NA ={0}; 4 VA, A4, =1{0;1;2;3;4;6;8;9;12} . Misto zapisit 4, M A4, N A4, resp.
3 3

A4, U 4, U 4, miZeme psat ﬂA7 resp. UA7 .

i=1 i=1

Efektivita téchto zapisii vynikne pfi vétsSim poctu mnozin, se kterymi operujeme:

3. Pfiklad: Mé&me mnoziny

A4, =1{10;20;305....;90}

A ={1121;31;....;91}

A4, ={12;22;32;....;92}

A, = {19;29;309;....;99}
Zapisme jejich prinik a sjednoceni.
ReSeni:

9

ANANALNANANANA N4 NANA =4 =0

i=0

9
A UA VA VA VA VA UA VA LA UA, :U/L. ={10;11;12;....;98;99}

i=0
9
Misto zapisu ﬂ A lze také definovat tzv. indexovou mnozinu / = {0;1;...;9} a psat ﬂ A .
i=0 iel
NereSené ulohy

1) Uzitim Vennovych diagramt ukazte, Ze
a) A-B=A4AnNnB' ¢) AN(BuUC)=(ANnB)u(AnC)
b) B—4A=A4'NB d)AUBNC)=(AUB)N(AUC)
2) Jsou dany mnoziny A4 ={1;2}; B ={1;2;3;4}. UrCete

a) mnoziny AUB; ANB

b) vSechny mnoziny X , pro které plati: X U A4=8

3) Jsou dany mnoZiny 4, = {0}; 4, ={8}; 4, ={16};....; 4, = {80} . Urcete jejich sjednoceni

Vysledky:
1) ) b) ) d) 2)a) AUB={1;2;3;4
A Bl [4 B [4 B| [4 B AN B =1{1,2}

b) {3;4}; {1;3;4};
{2:3;4}; {1;2;3;4};

10 10
3) A=|J4, = J {8k} ={0;816;...72;80}
k=0

k=0
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1.3 Zobrazeni

Uvazujme mnozinu studentt skladajicich zkousku
Z matematiky:

S = {Jindra; Eva; Adam; Vlasta;, Helena, Ivo} .

Studenty ozna¢me pro stru¢nost jen pocate¢nimi
pismeny jmen a v souladu s obvyklym znac¢enim
malymi pismeny, tedy S={j;e;a;v;h;i}. Déle
oznalme Z mnozinu vSech znamek, které mohou
u zkousky na vysoké Skole dostat, tedy
Z={1;2;3;4}. Vime, 7e Jindra a Eva dostali
jednicky, Vlasta a Helena dvojku, Ivo trojku.
Adam se ze zkousky omluvil anebyl hodnocen. Vysledek zkouSky muzeme zapsat jako
novou mnozinu F, jejimiz prvky budou dvojice student-znamka:

F={[js1):[e1)s[vs 2L A 2] i3] -

Ve dvojicich vzdy dodrzime potfadi student-znamka, a proto mluvime o usporadanych
dvojicich. Prvni prvek z této dvojice patii do mnoziny S, druhy do mnoziny Z. Celou
situaci miizeme zachytit graficky tak, jak ukazuje pfipojeny obrazek. Pfitom kazdému prvku
xe€ S je timto zplsobem prifazen nejvyse jeden prvek ye Z (student nemilize dostat ze
zkousky dv€ znamky).

Mnozinu F sestrojenou timto zpiisobem nazyvame zobrazeni z mnoZiny S do mnoZiny
Z, zapisujeme F:S — Z. V usporddané dvojici [x;y]e F nazyvame prvek y e Z obraz
prvku xe S v zobrazeni F, naopak prvek xe S je vzorem prvku yeZ v zobrazeni F .

Mnozinu vSech vzorl zobrazeni F' nazyvame defini€énim oborem tohoto zobrazeni, znacime
D(F). Mnozinu vSech obrazii zobrazeni F nazyvame oborem hodnot tohoto zobrazeni,

zna¢ime H(F). Zakladni typy zobrazeni jsou zachyceny na nasledujicich schématech
(v zavorce je situace popsana vySe uvedenym piikladem):

A 7 S Z
D(F)cS; HF)cZ D(F)=S; HF)cZ
zobrazeni z mnoZiny do mnoZiny zobrazeni (cel¢) mnoZiny do mnoZiny
(n€ktefi studenti nehodnoceni, (vSichni studenti hodnocenti,
nékteré zndmky neudéleny) nékteré zndmky neudéleny)
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VA VA
D(F)cS;H(F)=Z D(F)=S;H(F)=Z
zobrazeni z mnoZiny na (celou) mnoZzinu zobrazeni (cel¢) mnoZiny na (celou) mnoZinu
(nektefi studenti nehodnocenti, (vSichni studenti hodnocenti,
vSechny znamky udéleny) vSechny znamky udéleny)

Je mozné uvazovat rovnéz o zobrazeni mnoziny S do téze mnoziny S. Hovofime pak o
zobrazeni v mnoziné S (v pfipad¢ zobrazeni S ma S pak o zobrazeni na mnozing S§).
Zvlasté vyznamné misto maji v matematice nasledujici zobrazeni:

Prosté zobrazeni: Je zobrazeni, v némz kazdy prvek y e H(F) je obrazem pravé jednoho
prvku x € D(F).

1. Priklad: 4 — mnoZina vSech vstupenek na pfedstaveni; B — mnoZina vSech sedadel v séle.
Uvazujme mnozinu uspoiadanych dvojic vstupenka-sedadlo. Majitel jedné vstupenky nemiize
obsadit dvé sedadla (jedné se o zobrazeni F': A — B ) a navic pro kazdého majitele vstupenky
je rezervovano zvlastni sedadlo (jedna se o zobrazeni prostg).

Bijektivni zobrazeni: je prosté zobrazeni mnoZiny na mnoZinu, tj. prost¢ zobrazeni
F:A—> B, kde D(F)=A4, H(F)=B. Casto se také pouziva oznafeni vzajemné
jednoznacné zobrazeni mezi mnozinami 4, B.

2. Priklad: Uvazujme situaci z predchoziho ptikladu, tj. 4 — mnoZina vSech vstupenek na
predstaveni; B — mnozina vSech sedadel v séle; a ptedpokladejme, Zze je vyprodano. Jde
o prosté zobrazeni (viz predchozi ptiklad). Navic vSechny vstupenky byly vyprodany
(D(F)=A) avsechna sedadla v sale jsou obsazena (H(F)=B).

Toto zobrazeni ukazuje dulezitou vlastnost mnozin: pokud totiz existuje, pak muzeme
prohlésit, Ze obé mnoZiny maji ,,stejny pocet prvkia“ (aniz bychom tyto prvky pocitali
a zjistovali, kolik jich je). V pfedchozim piikladé bychom tento pocet mohli zjistit naslednym
spocitanim vstupenek nebo sedadel.

NereSené tlohy

1) Jsou dany mnoziny 4 ={1,2,3}; B ={a,b,c}. Rozhodnéte, které z nasledujicich mnozin
jsou zobrazeni a urcete typ zobrazeni:

a) {[Lal;[2;al;[3;c]} b) {[Lcli[LbL:3al} o) {[1;6]:[2;0]5[3;b1} d) {[1;6]:[2;al;[3;cl}
Vysledky:

1) a) zobrazeni 4 do B b) neni zobrazeni c¢) zobrazeni 4 do B d) zobrazeni A naB
(prosté zobrazeni)
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1.4 Zakladni mnoZiny bodi

Ze stfedni Skoly zname zdkladni geometrické utvary — jsou to bod, pfimka a rovina —
rovnéz jejich zakladni vztahy: pfimka i rovina jsou mnoziny bodd, pfimka je podmnozinou
roviny. Je-li bod prvkem piimky ¢i roviny, nebo piimka podmnoZinou roviny, fikame, Ze tyto
utvary jsou incidentni. Skutec¢nost, ze Utvary jsou ve vztahu incidence, vyjadifujeme cCasto
takto: bod V' lezi (nelezi) na pfimce p (nebo naopak ptimka p prochdzi ¢i neprochazi
bodem V) tj. Vep (Vegp), bod V lezi (nelezi) v rovin€é « (nebo naopak rovina «
prochéazi ¢i neprochazi bodem V') tj. Vea (V e¢a), ptimka p leZi (nelezi) v roviné «
(nebo naopak rovina « prochdzi ¢i neprochazi pfimkou p)tj. pca (pz ).

Geometrickym ttvarem rozumime libovolnou mnozinu bodii (bodovou mnozinu). Dva
geometrické utvary U, ; U, jsou shodné (zapisujeme U, = U, ) prave tehdy, kdyZ lze jeden na
druhy ptfemistit tak, Ze Utvary splynou (splynuti utvara U, ; U, znaCime U, =U,).

Polopiimka: Bod V' € p lezici na pfimce p rozdéli tuto pifimku na dvé opacné polopiimky

VA, VB ,bod V je jejich spole¢nym pocatkem.

Usetka: Necht’ na ptimce p lezi dva body 4,B. Usetkou AB rozumime prinik polopiimek
AB;BA, tedy AB = ABNBA. Za usetku povazujeme i prunik opacnych polopiimek (t;.
usecku 4B, kde 4 = B). Tuto useCku nazyvame nulovou useckou.

Délka tsecky: Kazd¢ usecce AB ptitadime nezaporné realné Cislo zvané délka usecky
(zna¢ime |AB|) tak, Ze

a) Délka tisecky je rovna nule prave tehdy, je-1i usecka nulova.

b) Kazd¢ dveé shodné usecky maji stejnou délku.

¢) Pro kazdé tfi rizné body 4,B,C je |ABl+|BC|>|AC|, ptitemZ rovnost nastava pravé
tehdy, kdyz body 4, B,C lezZi na téze piimce

‘R Polorovina: Piimka p ca lezici v roviné a (viz obrazek)

— P rozd¢li tuto rovinu na dvé opaéné poloroviny ﬁ; ﬁ , pfimka p

PR je jejich spolecnou hrani¢ni piimkou. Je-li pfimka p urcena

. +S dvéma body 4,B € p, pak polorovinu miiZzeme zapsat ve tvaru
pS ABR , popt. ABS .

Riiznobézky, rovnobézky: dvé pfimky p,q < o lezici v téZe rovin€ ¢ mohou mit

a) nekone¢né mnoho spole¢nych bodd, tj. p = ¢ (piimky splynou)

b) pravé jeden spole¢ny bod, tj. P € p Mg (rtiznobézné piimky, riznobézky, znac¢ime pxq)
¢) zadny spole¢ny bod, tj. p N g = (rovnobézné piimky, rovnobézky, znacime p || q).

Splyvajici ptimky jsou vétSinou povazovany za zvlastni pfipad rovnobézek. Mame-li tedy na
mysli pfipad c), vétSinou zdiraziiujeme, Ze se jednd o pifimky rovnobézné rizné. Pojem
rovnobéznosti rozsifujeme i na polopfimky a usecky. Tyto utvary jsou rovnobézné prave
tehdy, jsou-li rovnobé&zné piimky, na kterych lezi.

Uhel: Prinik dvou rtiznych polorovin ﬁ,q—S roviny «, jejichZ hrani¢ni pfimky p,q e a
maji spolecny bod V' € p g se nazyva konvexni thel, jejich sjednoceni pak nekonvexni
uhel.
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q i P
A "5

PR +S
y2 ” ?
nekonvexni whel 4
q iy P

R
A 5
DR +S
p = >
gsS
konvexni uhel
A
c v B
vedlejsi uhly

A
SAVC = < AVEB

c v B
pravé ihly

Sjednoceni dvou opaénych polorovin — plny dhel — fadime
vSak mezi thly konvexni. Prinik dvou opacnych polorovin
nazyvame nulovym uhlem.

Vedlejsi uhel: «<AVC je vedlejsi k «AVB (tyto Gthly maji
spoleéné rameno — polopiimku ﬁ) pravé tehdy, kdyz
ramena VB; VC jsou opacné poloptimky (xBVC v tom
pfipadé nazyvame piimym thlem).

Pravy thel: je kazdy uhel, ktery je shodny se svym thlem
vedlejSim.

Sviraji-li dv€ ptimky p,q pravy thel, fikdme, ze jsou
navzajem kolmé, znaCime p Llg (analogicky pro
poloptimky a usecky). Prisec¢ik P € p g nazyvame patou
kolmice p , popt. patou kolmice ¢ .

Velikost uhlu: Kazdému thlu lze pfifadit pravé jedno
nezaporné &islo zvané velikost uhlu (znaéime |xAVB|)
takové, ze

a) velikost thlu je rovna nule pravé tehdy, kdyz tento hel je
nulovy

b) kazd¢ dva shodné tihly maji stejnou velikost

¢) je-li «BVC uhel, rozdéleny poloptimkou VA na dva uhly
XAVB ,<AVC , pak |«<BVC| =|«xAVB| +|«4VC]|.

Velikosti uhlii stejné¢ jako uhly samotné znacime Casto

struéné malymi feckymi pismeny. Uhel <«BVC piitom
nazyvame souctem uhlt «xAVB,<xAVC.

Stupiiova mira: Jednotkou je jeden tthlovy stupen (91—O pravého thlu).

Ostry a tupy uhel: Ostrym uhlem rozumime uhel s velikosti 0° < <90°, tupym tthlem
tihel o velikosti 90° <’ <180°.

Trojuhelnikem ABC (oznac¢ime AABC) rozumime prinik polorovin

AABC = ABC N ACBNCBA,

kde 4;B;C jsou navzajem rizné body, které nelezi na jedné pfimce (nazyvame je vrcholy

trojuhelnika). Strany trojuhelnika znacime c¢asto malymi pismeny (AB=c; BC=a;

AC =b).

Mala pismena Ize tak chédpat v podstaté trojim zptisobem:
a) jako oznaceni primky, na které lezi dva vrcholy
b) jako oznaceni strany trojuhelnika (tj. oznaceni Gsecky)
¢) jako velikost pfislusné strany.

Konkrétni vyznam byva vzdy zfejmy ze souvislosti.

KruZnice: je mnozina bodi v roving, které maji od daného pevného bodu (stiedu) stejnou
vzdalenost (tzv. polomér kruznice). Polomérem kruZznice nazyvame zaroven kazdou tisecku s
jednim krajnim bodem ve stiedu kruznice a druhym na kruznici. Kruznici zna¢ime nejcastéji
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k (v ptipadé potieby odliSujeme indexem). KruZnici nejCastéji zaddvame jejim stiedem
a polomérem. Je-li kruznice k& takto zadana (urcena), zapisujeme k = (S,7).

Kruhovy oblouk: Dva body kruznice A€ k; B ek rozdéli tuto kruznici na dva kruhové
oblouky (kruhovy oblouk znac¢ime 4B ).

V zéavéru kpt. 1.3 jsme uvedli, ze vzdjemné jednoznacné (bijektivni) zobrazeni mezi dvéma
mnozinami umoziuje rozhodnout, zda tyto mnoziny maji stejny pocet prvkl, aniz bychom
jednotlivé prvky ,,pocitali* (viz pt. 2). V mnoha piipadech lze jit jesté dal.

1. Pfiklad: Uvazujme obdélnik ABCD a zobrazeniF': AB — CD, jehoz konstrukce je
ziejma z pripojeného obrazku. I zde se jedna o vzajemné jednoznaéné zobrazeni usecky AB
na useCkuCD . 1 zde bychom tedy mohli prohlasit, ze usecky AB a CD maji ,,stejny pocet™
prvki — bodt, tedy dokonce v situaci, kdy tento ,,pocet* boda nejsme schopni zjistit.

Tento piiklad ukazal, ze pokud maji usecky stejnou délku, existuje mezi nimi vzajemné
jednozna¢né zobrazeni a tyto useCky maji v jistém smyslu ,,stejny pocet™ bodi. Vzijemné
jednoznacéné zobrazeni vSak existuje dokonce mezi libovolnymi tseCkami.

2. Priklad: M¢jme dvé usecky 4B, CD, které nemaji stejnou délku, nejsou na sebe kolmé
abody A4,B,C,D nelezi na téze piimce. Konstrukce D C

vzajemné jednoznaéného F:AB — CD je opét ziejma
z piipojeného obrazku. Toto zobrazeni je mozné sestrojit
dokonce 1 v pfipadé, ze CDc AB (viz posledni
obrazek). Usedku CD je totiz moZno pienést mimo F
usecku 4B a celou konstrukci zopakovat.

V tomto pifipadé se nam podafilo jistou mnoZinu

bijektivn€ zobrazit na jeji vlastni podmnozinu. Tato 4 B
konstrukce vSak funguje pouze u mnozin s jistou kY
specialni vlastnosti:

Nekone¢na mnozZina je mnozina, kterou Ilze
jednozna¢né zobrazit na jeji vlastni podmnozinu.

Mnozinu, kterd neni nekonecnd, nazyvdme mnoZinou D
konecnou. Existuje-li mezi dvéma Kkonefnymi

mnozinami A, B vzdjemné jednoznacné zobrazeni,

fikame, Ze tyto mnoziny maji stejny pocet prvki. F

Nekone¢nou mnozinou bodi je napt. libovolna usecka, | ,
libovolny ,.b&zny*“ rovinny Gtvar (Stverec, trojuhelnik, 4 B
kruh.) i1 libovolny ,,bézny* prostorovy utvar (krychle,
valec, koule...). NekoneCnymi mnoZinami jsou i sa- :
motnd ptimka, rovina a prostor. A D C B

Pro nefeSené ulohy z této oblasti nemame dostatek zopakovaného uciva, proto zde nefesené
priklady vynechame. Zde uvedené pojmy budou procviceny dale (pfedevsim v kpt. 5. a 6.).

1.5 Matematické axiomy, definice, véty a diikazy

Definice ,,elementarnich* matematickych pojmu nelze sestavit v podobé¢ ,,bod je ....*, ,,rovina
je ... Takové definice totiz pouzivaji k popisu pojmi dal§i pojmy, které musi byt opét
definovany. Takovy proces by tedy ziejmé nemohl nikde zacit. Zakladnim rysem soucasné
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matematiky je jeji tzv. axiomaticka vystavba. Jejim zakladem je nékolik vychozich vyrokd,
o nichz se ptedpoklada, ze jsou pravdivé a nedokazuji se. Jedna se o tzv. axiomy (postulaty).
Ty nemohou byt voleny zcela libovoln€. Na soustavu axiomu klade matematika fadu ptisnych
pozadavku a striktné rovnéz vymezuje pravidla, jak s t€émito axiomy zachdzet. Tyto otazky
sice nejsou ve sv€é obecnosti pfedmétem stfedoSkolské matematiky, nicméné nasledujici
zakladni stfedoskolské poznatky z této oblasti jsou pro dalsi studium matematiky nezbytné.
Axiomy uvadéji zakladni (primitivni) pojmy a jejich vlastnosti. DalSi pojmy zavadi
matematika pomoci téchto pojmi zdkladnich, a to pomoci definic. Vlastnosti neuvedené
v axiomech jsou uvadény v matematickych vétach, které je tfeba matematicky dokazat.

Vétsina matematickych vét ma podobu obecného nebo existenéniho vyroku.

Obecna véta: Vx e Q:V(x)—kazdé x z uvazované zakladni mnoziny Q ma vlastnost V' (x).

Existencni véta: dx € Q: ) (x)— existuje alesponi jedno x ze zakladni mnoziny Q , které ma
vlastnost V' (x). Vlastnost V' (x) mé velmi Casto podobu implikace A(x) = B(x), kde A(x)
jsou predpoklady, B(x) zavér.

Véta o existenci a jednoznacnosti: 3!xeQ:V(x)— existuje pravé jedno x ze zékladni
mnoziny Q , které ma vlastnost V'(x)

Individualni véta: pfisuzuje n¢jakou vlastnost jednomu konkrétnimu objektu (napt. ¢islu)

1. Priklad — obecna véta ve tvaru implikace: Pro kazdé piirozené Cislo plati: jestlize je
délitelné Sesti, pak je délitelné dvéma.

,»Obecna Cast” véty se Casto vynechava nebo je skryta v predpokladech: ,,Je-li pfirozené ¢islo
délitelné Sesti, je délitelné dvéma“.

Véta s podminkou nutnou a véta s podminkou postacujici:

2. Priklad: a) Kazdé Cislo délitelné Sesti je (automaticky) délitelné dvéma.
b) Cislo délitelné dvéma muZe (ale nemusi) byt délitelné Sesti.

Mnozina vSech cCisel délitelnych Sesti je podmnozinou mnoziny vSech cisel délitelnych
dvéma. Vétu a) lze tedy vyslovit také takto:

Délitelnost Sesti je postacujici podminkou pro délitelnost dvéma.
Délitelnost dvéma je nutnou podminkou pro délitelnost Sesti.

Véta b) 1ika, ze existuji Cisla, kterd jsou délitelna dvéma, ale nejsou délitelna Sesti:

Délitelnost Sesti neni podminkou nutnou pro délitelnost dvéma.
Délitelnost dvéma neni postacujici podminkou pro délitelnost Sesti.

Véta s podminkou nutnou a zaroven postacujici:

3. Priklad: Je-li ¢islo délitelné tiemi, pak jeho ciferny soucet je délitelny tfemi.

Zde je délitelnost tfemi postacujici podminkou pro délitelnost ciferného souctu. Zaroven
vSak je i podminkou nutnou, nebot’ neexistuje zadné cislo, jehoz ciferny soucet by byl
délitelny tfemi a ¢islo samo by délitelné ttemi nebylo — mnoZzina vsech ¢isel, kterou vymezuji
predpoklady, je rovna mnozin¢ ¢isel, ur¢ené zavérem.

Shrnuto: véta a) z piikladu 1 je véta s podminkou postacujici, véta b) z ptikladu 2 je véta
s podminkou nutnou, véta z pt. 3. je vétou s podminkou nutnou i postacujici.
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Obecnou vétu ve tvaru implikace je mozné obménit a v n¢kterych piipadech obratit.

Obménit vétu VxeQ: A(x)= B(x) znamend nahradit ji vétou VxeQ:—-B(x)= —4(x)
(vétu ,,Je-li Cislo délitelné Sesti, pak je délitelné dvéma* nahradime vétou ,,Neni-li Cislo
délitelné dvéma, neni délitelné ani Sesti*) — tyto véty jsou ekvivalentni (tvrdi totéz) — viz
tabulku pravdivostnich hodnot v kpt. 1.1., sloupec 5 a 11.

Obratit vétu VxeQ: A(x)= B(x) znamend v implikaci zaménit ptredpoklad a zavér, tj.
nahradit ji vétou VxeQ:B(x)= A(x) (vétu ,Je-li Cislo délitelné Sesti, pak je delitelné
dvéma“ nahradime vétou ,,Je-li ¢islo délitelné dvéma, pak je délitelné Sesti) — tyto véty vSak
nejsou ekvivalentni (netvrdi totéz) — v tomto piipad¢ je pivodni véta pravdiva, obracena véta
nepravdiva. Obratit vétu lze pouze v ptipadé, ze se jednd o vétu s podminkou nutnou a
zaroven s podminkou postacujici. Takovou vétu lze pak zapsat ve tvaru tzv. ekvivalence
VeQ:A(x) & B(x) — ¢teme: pro kazdé x plati A(x) prave tehdy, kdyz plati B(x).

4. Priklad:

Puvodni véta: Je-li Cislo délitelné tfemi, pak jeho ciferny soucet je délitelny tfemi. (plati)
Obracena véta: Je-li ciferny soucet ¢isla délitelny tfemi, pak je ¢islo délitelné tiemi. (plati)
Ekvivalence: Cislo je délitelné¢ tremi pravé tehdy, kdyZ je tfemi délitelny jeho ciferny
soucet (plati).

Diikaz v matematice: je proces, kterym ovétujeme pravdivost vyroku (tvrzeni, matematické
vety) za predpokladu, Ze plati vyroky jiné (axiomy ¢i diive dokazané véty). Zakladnimi typy
dikazi jsou:

a) Primy dikaz implikace Vx e Q: A(x) = B(x) spofiva v sestaveni Fetézce pravdivych
implikaci A(x)= A4,(x), 4,(x)= 4,(x),..., 4,(x) = B(x), zn€hoz plyne platnost plivodni
implikace.

b) Neprimy diukaz implikace VxeQ: A(x)= B(x) spofiva v pfimém dikazu obmény
véty, tj. véty Vx e Q:—B(x) = —A(x), ktera (jak vime) je s plivodni vétou ekvivalentni.

¢) Diikaz sporem: Vétu V(x) dokdzeme tak, ze dokaZeme neplatnost jeji negace —V (x).
VétSinou z pfedpokladu  —V(x) opét vyvozujeme fetézec implikaci —V(x)= 4,(x),
4(x)= 4,(x),..., A, (x)= B, kde vyrok B je nepravdivy (fikdme, Ze jsme dospéli ke
sporu). Véta =V (x) tedy nemtize platit, a proto musi platit véta V' (x).

Poznamka: Casto se setkdvame s nizorem, Ze nepiimy dikaz a dikaz sporem je jedno
atotéz. To vSak neni pravda: Pfi nepfimém dikazu dokazujeme platnost véty ekvivalentni,
kdezto pii diikazu sporem dokazujeme neplatnost negace.

d) Dukaz matematickou indukci: Je specialni technika dikazu véty Ve N:V(x), kde N
je mnozina vSech pfirozenych Cisel.

e) Vyvraceni hypotéz: Hypotézy (dosud nedokizané véty) mohou mit formu obecného
vyroku Vx € Q:V(x). Tuto hypotézu Ize dokazat nékterym z vySe uvedenych zpiisobii nebo ji
lze také vyvratit tim, ze dokdZzeme jeji negaci, tj. vétu Ix € Q: =V (x). K tomu staéi uvést
jedno jediné x, pro které plati —V (x). Rikdme Ze jsme nalezli protipiiklad vyvracejici
obecnou hypotézu.

Také zde by byly dalsi priklady pon¢kud samoucelné. Jednotlivé typy dikazi predvedeme
postupné na né¢kolika dilezitych vétach v nasledujicim textu.
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